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ENSA-ALHOCEIMA                                                                                        ANALYSE 4                   
CPII.                                                                                                               SEMESTRE 4 
Exercice 5 

1) Calculons  l’aire du domaine D  limité par les paraboles :  
퐶 :  푦 = 3 − 푥    et  퐶 :  푦 = 3 − 3푥    et    푥 ≥ 0. 

 
D'après la figure ci-dessus, D est la partie délimitée entre les graphes 퐶   et   
퐶 .  Par raison de symétrie, il suffit de calculer la surface de la partie 
supérieure. 
En fixant x entre 0 et 1, on remarque que y varie entre la valeur 
correspondante à  퐶  et celle  correspondante à  퐶 . Donc 

√3 − 3풙 ≤ 풚 ≤ √3 − 풙 
Par contre, en fixant x entre 1 et 3, on remarque que  0 ≤ 풚 ≤ √3 − 풙 
Par suite, 
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휇(퐷) = 2 푑푦
√

√
푑푥 + 푑푦

√
푑푥

= 2 √3 − 푥 − √3 − 3푥 푑푥 + √3 − 푥푑푥

= 2 √3 − 푥푑푥 − √3 − 3푥푑푥

= 2 −
2
3

(3 − 푥) − −
2
9

(3 − 3푥)

= 2
2
3
√3 −

2
9
√3 =

8
9
√3  

 
2) Soit 푎 > 0.  Notons (E) le domaine extérieur au cercle (en rouge) 

d’équation polaire :   푟 = 푎   et intérieur à la cardioïde (en bleu)  
d’équation polaire : 푟 = 푎(1 + 푐표푠휃).      

 
D'après la figure, on a 

퐸 = 푀(푟,휃) :  −
휋
2
≤ 휃 ≤

휋
2

   푒푡    푎 ≤ 푟 ≤ 푎(1 + 푐표푠휃)  

D'où,   휇(퐸) = ∫ 푟푑푟( ) 푑휃 et par symétrie on trouve: 
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휇(퐸) = 2 푟푑푟
( )

푑휃 = 2
푟
2

( )

푑휃

= ((1 + 푐표푠휃) − 1)푎 푑휃 = (푐표푠 (휃) + 2푐표푠휃)푎 푑휃 

Or comme   푐표푠 (휃) = ( )
 ,  alors 

휇(퐸) =
1 + 푐표푠(2휃)

2
+ 2푐표푠휃 푎 푑휃 = 푎

휃
2

+
푠푖푛(2휃)

4
+ 2푠푖푛휃

=
휋
4

+ 2 푎  

Exercice 6 
1) En utilisant une intégration par parties, On pose 

푢 (푥) = 푔 (푥)
푣(푥) = 푥       ⟹    푢

(푥) = 푔(푥)
푣 (푥) = 1  

Par suite, 

푥푔′(푥)푑푥 = [푥푔(푥)] − 푔(푥)푑푥 = 푎푔(푎) − 푔(푥)푑푥 

2) On a d'après le théorème de Fubini: 

퐿 = 푥푦
휕 푓

휕 푥휕 푦
(푥, 푦)푑푥 푑푦 = 푥

휕 푓
휕 푥휕 푦

(푥,푦)푑푥 푦푑푦 

    En appliquant  la question précédente pour  품ퟏ(풙) = 흏ퟑ풇
흏풙흏ퟐ풚

(풙,풚), on trouve 

푥
휕 푓

휕 푥휕 푦
(푥, 푦)푑푥 = 푎

휕 푓
휕푥휕 푦

(푎, 푦) −
휕 푓
휕푥휕 푦

(푥, 푦)푑푥  

Par suite, 

퐿 = 푎
휕 푓
휕푥휕 푦

(푎, 푦)푦푑푦 −
휕 푓
휕푥휕 푦

(푥, 푦)푑푥 푦푑푦 

Posons    퐿 = 푎 (푎, 푦)푦푑푦     et    퐿 = (푥, 푦)푑푥 푦푑푦. 

Pour   푳   on applique la question 1, avec  품 (풚) = 풇
풙 풚

(풂,풚): 
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퐿 = 푎 푏푔 (푏) −
휕 푓
휕푥휕푦

(푎, 푦)푑푦

= 푎푏
휕 푓
휕푥휕푦

(푎, 푏) − 푎
휕 푓
휕푥휕푦

(푎,푦)푑푦 

Par contre, pour   푳   on utilise d'abord le théorème de Fubini: 

퐿 =
휕 푓
휕푥휕 푦

(푥, 푦)푑푥 푦푑푦 = 푦 
휕 푓
휕푥휕 푦

(푥,푦)푑푦 푑푥 

Ensuite, on calcule  푦 (푥, 푦)푑푦 , en appliquant la question 1, avec  

품 (풚) = 풇
풙 풚

(풙,풚) et on trouve 

푦 
휕 푓
휕푥휕 푦

(푥, 푦)푑푦 = 푏푔 (푏) −
휕 푓
휕푥휕푦

(푥,푦)푑푦

= 푏
휕 푓
휕푥휕푦

(푥,푏) −
휕 푓
휕푥휕푦

(푥, 푦)푑푦 

On en déduit donc que, 

퐿 = 푏
휕 푓
휕푥휕푦

(푥,푏) −
휕 푓
휕푥휕푦

(푥,푦)푑푦 푑푥

= 푏
휕 푓
휕푥휕푦

(푥, 푏)푑푥 −
휕 푓
휕푥휕푦

(푥, 푦)푑푦 푑푥 

Finalement, on aboutit à: 

퐿 = 푎푏
휕 푓
휕푥휕푦

(푎, 푏) − 푎
휕 푓
휕푥휕푦

(푎,푦)푑푦

−

⎝

⎜
⎛
푏

휕 푓
휕푥휕푦

(푥, 푏)푑푥 −
휕 푓
휕푥휕푦

(푥, 푦)푑푦 푑푥

⎠

⎟
⎞

 

D'où, 
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퐿 = 푎푏
휕 푓
휕푥휕푦

(푎,푏) − 푎
휕 푓
휕푥휕푦

(푎, 푦)푑푦 − 푏
휕 푓
휕푥휕푦

(푥, 푏)푑푥

+
휕 푓
휕푥휕푦

(푥, 푦)푑푦 푑푥 

Exercice 7 
Calculons les intégrales triples suivantes : 

1) On a  퐼 = ∭ 푥 푦 푧 푑푥 푑푦 푑푧    avec  
 퐷 = {(푥, 푦, 푧)휖ℝ : 0 ≤ 푥 ≤ 1, 0 ≤ 푦 ≤ 1 푒푡 0 ≤ 푧 ≤ 푥푦} et 
(푎, 푏, 푐)휖(ℝ∗ ) . 
Donc, 

퐼 = 푧 푑푧 푦 푑푦 푥 푑푥 =
푧
푐 + 1

푦 푑푦 푥 푑푥

=
(푥푦)
푐 + 1

푦 푑푦 푥 푑푥

=
1

푐 + 1
푦 푑푦 푥 푑푥 

Comme les bornes de y sont indépendantes de x, alors 

퐼 =
1

푐 + 1
푥 푑푥 ∗ 푦 푑푦

=
1

푐 + 1
푥
푐 + 푎 + 2

∗
푦
푐 + 푏 + 2

=
1

(푐 + 1)(푐 + 푎 + 2)(푐 + 푏 + 2) 

 
  
2) On a  D est un tétraèdre défini par : 
퐷 = {(푥, 푦, 푧): 0 ≤ 푥 ≤ 1, 0 ≤ 푦 ≤ 1 − 푥   푒푡  0 ≤ 푧 ≤ 1 − 푥 − 푦} 

D’où, 
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퐽 =
1

(1 + 푥 + 푦 + 푧) 푑푧 푑푦 푑푥

=
−1
2
∗

1
(1 + 푥 + 푦 + 푧) 푑푦 푑푥

=
−1
2

1
4
−

1
(1 + 푥 + 푦) 푑푦 푑푥

=
−1
2

푦
4

+
1

(1 + 푥 + 푦) 푑푥

=
−1
2

1 − 푥
4

+
1
2
−

1
1 + 푥

푑푥

=
−1
2

3
4
푥 −

푥
8
− 푙푛(1 + 푥) =

−1
2

3
4
−

1
8
− 푙푛2

=
푙푛2

2
−

5
16

 

3) Calculons le volume du domaine D en utilisant les coordonnées 
cylindriques :  

Posons 
푥 = 푟푐표푠휃
푦 = 푟푠푖푛휃
푧 = 푧

  , comme  푥 ≥ 0  푒푡  푦 ≥ 0  alors 휃 ∈ 0, . 

De plus, on a   푥 + 푦 ≤ 4  ce qui implique que   0 ≤ 푟 ≤ 2. 
Or , pour  z on a   1 − 푥 + 푦 ≤ 푧 ≤ 5,  ce qui est équivalent à  

1 − 푟푐표푠휃 + 푟푠푖푛휃 ≤ 푧 ≤ 5 
  
Par suite, 

휇(퐷) = 푑푧 푑휃 푟푑푟

= (4 + 푟푐표푠휃 − 푟푠푖푛휃)푑휃 푟푑푟

= [4휃 + 푟푠푖푛휃 + 푟푐표푠휃] 푟푑푟 = (2휋 + 푟 − 푟)푟푑푟

= 2휋푟푑푟 = [휋푟 ] = 4휋 

Exercice 8 
1) Il est clair que D est un cylindre, donc on utilise les coordonnées 

cylindriques  pour calculer I.  
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On pose  
푥 = 푟푐표푠휃
푦 = 푟푠푖푛휃
푧 = 푧

 . 

Par suite,  
(푥, 푦, 푧) ∈ 퐷    ⇔   0 ≤ 푟 ≤ 푅 , 0 ≤ 휃 ≤ 2휋  푒푡  0 ≤ 푧 ≤ ℎ 

D’où, 

퐼 = 푧 푑푧 푑휃 푟푑푟 = 푧 푑푧 ∗ 푑휃 ∗ 푟푑푟

=
푧
3

∗ [휃] ∗
푟
2

=
휋ℎ 푅

3
 

2) En utilisant le changement suivant (composé d’un changement affine et 
un changement en coordonnées sphériques) : 

푥 = 푎푟푠푖푛휃푐표푠휑 = 휓 (푟, 휃,휑)
푦 = 푏푟푠푖푛휃푠푖푛휑 = 휓 (푟, 휃,휑)
푧 = 푐푟푐표푠휃 = 휓 (푟, 휃,휑)

       푎푣푒푐   
0 ≤ 푟 ≤ 1
0 ≤ 휃 ≤ 휋

0 ≤ 휑 ≤ 2휋
 

Dont le jacobien est : 

푗 (푟, 휃,휑) =
푎푠푖푛휃푐표푠휑 푏푠푖푛휃푠푖푛휑 푐푐표푠휃
푎푟푐표푠휃푐표푠휑 푏푟푐표푠휃푠푖푛휑 −푐푟푠푖푛휃
−푎푟푠푖푛휃푠푖푛휑 푏푟푠푖푛휃푐표푠휑 0

= 푎푏푐푟 푠푖푛휃 

On trouve 

퐽 = 푟 ∗ 푎푏푐푟 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑

= 푎푏푐 푟 푑푟 ∗ 푠푖푛휃푑휃 ∗ 푑휑

= 푎푏푐
푟
5

∗ [−푐표푠휃] ∗ [휑] =
4휋
5
푎푏푐 

RAPPEL 
L’espace est muni d’un repère orthonormé  푂, 횤⃗, 횥⃗, 푘⃗ . 
Soit 퐵(푅)la boule de centre  O  et de rayon  R.   
Soit  푀(푥,푦, 푧)  un point de la boule 퐵(푅)  et N sa projection orthogonale 
sur le plan (푂푥푦). 
Comment trouver les formules des coordonnées sphériques : 
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Notons  푟 = 푂푀,   휃  푙 푎푛푔푙푒  푘⃗,푂푀⃗   et   휑  푙 푎푛푔푙푒  횤⃗,푂푁⃗ . 
On a d’une part,  푧 = 푟푐표푠휃    et     푂푁 = 푟푠푖푛휃 . 
D’une autre part, 

푥 = 푂푁 푐표푠휑
푦 = 푂푁 푠푖푛휑         ⇒   푥 = 푟푠푖푛휃 푐표푠휑

푦 = 푟푠푖푛휃 푠푖푛휑  

  On en déduit donc les coordonnées sphériques : 
푥 = 푟푠푖푛휃 푐표푠휑
푦 = 푟푠푖푛휃 푠푖푛휑

 푧 = 푟푐표푠휃
 

En ce qui concerne les domaines de 풓,휽  풆풕  흋 : 
C’est clair que  0 ≤ 푟 ≤ 푅. 
En prenant   0 ≤ 휃 ≤ 휋, on décrit un demi disque horizontale. Donc pour 
décrire la boule on fait tourner ce disque d’un angle de  2휋. 
D’où,    0 ≤ 휑 ≤ 2휋. 
Finalement, 

푥 = 푟푠푖푛휃 푐표푠휑
푦 = 푟푠푖푛휃 푠푖푛휑

 푧 = 푟푐표푠휃
       푎푣푒푐      

0 ≤ 푟 ≤ 푅
0 ≤ 휃 ≤ 휋

0 ≤ 휑 ≤ 2휋
 

3) Pour  K, on utilise le changement en coordonnées cylindriques  suivant : 
푥 = 푟 푐표푠휃 
푦 = 푟 푠푖푛휃 

 푧 = 푧
           푎푣푒푐    

0 ≤ 푧 ≤ 1
0 ≤ 푟 ≤ 푧

0 ≤ 휃 ≤ 2휋
 

Par suite, 

퐾 = |(푟푐표푠휃) − (푟푠푖푛휃) |푟 푑푟 푑휃 푑푧

= 푟  푑푟 |(푐표푠휃) − (푠푖푛휃) |푑휃 푑푧

= |(푐표푠휃) − (푠푖푛휃) |푑휃 ∗ 푟  푑푟 푑푧 

Posons 
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퐾 = |(푐표푠휃) − (푠푖푛휃) |푑휃         푒푡        퐾 = 푟  푑푟 푑푧 

Pour  푲 ,  on a :  (푐표푠휃) − (푠푖푛휃) = 푐표푠(2휃).  
Donc on doit étudier le signe de  푐표푠(2휃): 
Posons   훼 = 2휃 , on a donc    

훼 ∈ [0,4휋]   푒푡       푐표푠훼 ≥ 0   ⇔     훼 ∈ 0,
휋
2
∪

3휋
2

,
5휋
2

∪
7휋
2

, 4휋     

⇔       휃 ∈ 0,
휋
4
∪

3휋
4

,
5휋
4

∪
7휋
4

, 2휋  

Par suite, 

퐾 = 푐표푠(2휃)푑휃 + 푐표푠(2휃)푑휃 + 푐표푠(2휃)푑휃 − 푐표푠(2휃)푑휃

− 푐표푠(2휃)푑휃

=
푠푖푛(2휃)

2
+

푠푖푛(2휃)
2

+
푠푖푛(2휃)

2
−

푠푖푛(2휃)
2

−
푠푖푛(2휃)

2

=
1
2

+
1
2
− −

1
2

+ 0 − −
1
2

− −
1
2

−
1
2

− −
1
2

−
1
2

= 4 

D’une autre part,  

퐾 = 푟  푑푟 푑푧 =
푟
4

푑푧 =
푧
4
푑푧 =

푧
20

=
1

20
 

Finalement,   

퐾 =
1
5

 

                              
 


